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Η γεωµετρική εποπτεία 

στην παρουσίαση της απόλυτης τιµής 
 

Η µέθοδος άξονα-κύκλου: µια διδακτική πρόταση 

για την επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων µε απόλυτες τιµές 

στην Άλγεβρα της Α΄ Λυκείου 

 

∆ηµήτριος Ντρίζος 

Σχολικός Σύµβουλος Μαθηµατικών 

Νοµών Τρικάλων και Καρδίτσας   

 

Στόχοι και περιγραφή δειγµατικής διδασκαλίας  

 

Στο πλαίσιο της διδακτικής µας πρότασης, η παρουσίαση της έννοιας  της απόλυτης τι-

µής γίνεται σε ένα γεωµετρικό περιβάλλον "πρακτικό–ανακαλυπτικό" µε πολύ λίγα προ-

απαιτούµενα. Αυτά είναι: 

α) Η γνώση του άξονα των πραγµατικών αριθµών. 

β) Η ιδιότητα που έχουν τα σηµεία ενός κύκλου να ισαπέχουν από το κέντρο του.  

γ) Ο ορισµός του συµβόλου |α – β| ή |β – α| να εκφράζει την απόσταση των αριθ-

µών α και β του άξονα. 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε µε συντοµία τους στόχους και την πορεία που ακολου-

θήσαµε κατά την υλοποίηση της πρότασής µας σε τάξη µαθητων Α΄ Λυκείου, η οποία 

διήρκησε δύο διδακτικές ώρες.  

Ξεκινήσαµε τη διδασκαλία παρουσιάζοντας στους µαθητές τον άξονα των πραγµατικών 

αριθµών, πάνω στον οποίο βάλαµε τα σηµεία Α, Ο και Β. Στα σηµεία αυτά αντιστοιχί-

ζονται οι πραγµατικοί αριθµοί α, 0 (µηδέν) και β. 

 

x΄ x

Α Ο       Β

α 0       β

Σχήµα 1  

 

Τονίσαµε ότι, όταν θα λέµε απόσταση των αριθµών α και β, θα εννοούµε το µήκος του 

τµήµατος ΑΒ. Το µήκος αυτό, που είναι ένας θετικός αριθµός, µπορούµε να το δηλώ-
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νουµε µε το σύµβολο |α – β|. Έτσι στην ερώτηση: "πως θα πρέπει να συµβολίζουµε το 

µήκος του τµήµατος ΑΟ;", προέκυψε η απάντηση: |α – 0| δηλαδή |α|.  

  Τι εκφράζει το σύµβολο |β|;  

Απάντηση: Το µήκος του τµήµατος ΒΟ, αφού |β| = |β – 0|. 

   

Αµέσως µετά παρουσιάσαµε στην τάξη και το επόµενο σχήµα 2.  

 

x΄ x

Ο
ρ =β – αρ =α – β

α – β   0      β – α

ρ: η ακτίνα  του κύκλου

Α Β

Σχήµα 2  

 

Με τη βοήθεια αυτού του σχήµατος αναλύσαµε διεξοδικά τη σχέση των συµβόλων       

|α – β| και |β – α| µεταξύ τους, αλλά και µε τους αριθµούς: α – β  και  β – α. Αξίζει να ση-

µειώσουµε εδώ τη συµβολή του σχήµατος 2. στην αισθητοποίηση της ισότητας            

|α – β| = |β – α|. 

Πριν προχωρήσουµε στη ανάλυση των παραδειγµάτων µας, ο πρώτος στόχος που θέ-

σαµε ήταν να µπορούν οι µαθητές να διατυπώνουν λεκτικά αυτό ακριβώς που ζητάµε, 

στην περίπτωση που τους δοθεί η τυπική µορφή µιας απλής εξίσωσης ή ανίσωσης µε 

απόλυτες τιµές. Για το λόγο αυτό τους δώσαµε τις εξής τυπικές µορφές: 

 

|x – 2| = 3,    |x + 1| < 4,    |2x – 3| ≥ 5,  

 

|x + 4| + |x – 3| = 10,   |5x – 6| < –7 

 

και τους ζητήσαµε να "διαβάσουν" αυτές τις σχέσεις χρησιµοποιώντας τον όρο απόστα-

ση αντί του όρου απόλυτη τιµή. 
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Τις σωστές απαντήσεις των µαθητών που προέκυψαν µετά από έναν ουσιαστικό διάλο-

γο τις παρουσιάζουµε στον πίνακα που ακολουθεί: 

 

 

Τυπική µορφή 

εξίσωσης, ανίσωσης 

 

 

Το ζητούµενο διατυπωµένο λεκτικά 

 

 |x – 2| = 3  

Ζητάµε τις τιµές του x, ώστε η απόστασή τους 

από το 2 να είναι ίση µε 3 µονάδες µήκους.  

 

 |x + 1| < 4 

Αφού |x + 1| = |x – (–1) |, ζητάµε τις τιµές του x, 

ώστε η απόστασή τους από τον αριθµό –1 να είναι 

µικρότερη από 4 µονάδες µήκους. 

 

 |2x – 3| ≥ 5 

Ζητάµε τις τιµές του x, ώστε η απόστασή του 2x 

από τον αριθµό 3 να είναι µεγαλύτερη ή ίση από 5 

µονάδες µήκους. 

 

 |x + 4| + |x – 3| = 10 

Ζητάµε τις τιµές του x, ώστε το άθροισµα των  

αποστάσεων του x από τους αριθµούς –4 και 3 να 

είναι ίση µε 10 µονάδες µήκους. 

 

 |5x – 6| < –7 

Ζητάµε τις τιµές του x, ώστε η απόσταση του 5x 

από το 6 να είναι µικρότερη από –7 µονάδες µή-

κους. Τέτοιες τιµές του x δεν υπάρχουν. 

 

Κρίνουµε σκόπιµο να αναφέρουµε εδώ δύο σηµεία στα οποία οι µαθητές προβληµατί-

στηκαν:  

α) στην περίπτωση της ανίσωσης |x + 1| < 4, η οποία έπρεπε να µετασχηµατιστεί 

στη µορφή |x – (–1) | < 4  και, 

β) στην τελευταία ανίσωση: |5x – 6| < –7. Στην περίπτωση αυτή, εκτός από τη λε-

κτική διατύπωση, ζητήσαµε να µας πούνε αν υπάρχουν τιµές του x που την επαληθεύ-

ουν. Εδώ χρειάστηκε να υπενθυµίσουµε σε κάποιους µαθητές ότι το σύµβολο |5x – 6| 

εκφράζει µήκος ευθυγράµµου τµήµατος. Αυτή η παρέµβασή µας διευκόλυνε την κατά-

σταση.  
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Στη συνέχεια της δειγµατικής διδασκαλίας προχωρήσαµε στη συζήτηση κάποιων παρα-

δειγµάτων, τα οποία παρουσιάζουµε λυµένα για τις ανάγκες της εργασίας αυτής.  

 

α) Να λυθεί η εξίσωση |x – 2| = 3 

 

Απάντηση: 

Το |x – 2|, δηλαδή το πρώτο µέλος της εξίσωσης, εκφράζει την απόσταση του x από τον 

αριθµό 2. 

 Έτσι η έκφραση: "Λύστε την εξίσωση |x – 2| = 3" διαβάζεται ισοδύναµα: 

 "Βρείτε τις τιµές του x, ώστε η απόστασή του από τον αριθµό 2 να ισούται µε 3 µονά-

δες µήκους". 

 

–∞ + ∞

3 µον.3 µον.

  x = –1 x = 5

Τετµ. του Α: 2 – 3 = –1

Τετµ. του Β: 2 + 3 =   5

Κ

  2

Α Β

Σχήµα 3  

 

Γράφουµε κύκλο µε κέντρο το σηµείο Κ, στο οποίο αντιστοιχίζεται το 2, και ακτίνα ίση 

µε 3 µον. µήκους (σχήµα 3). 

Ο κύκλος αυτός τέµνει τον άξονα των πραγµατικών αριθµών στα σηµεία Α και Β. Οι 

αριθµοί –1 και 5, που αντιστοιχίζονται στα σηµεία αυτά, είναι οι λύσεις της εξίσωσης  

|x – 2| = 3. 

 

β) Να λυθεί η ανίσωση |x + 1| < 4 

 

Απάντηση: 

Το |x + 1| γράφεται |x – (–1)|. Έτσι εδώ ζητάµε τις τιµές του x που η απόστασή τους 

από το –1 γίνεται µικρότερη από 4 µον. µήκους. 
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Τετµ. του Α: –1 – 4 = –5

Τετµ. του Β: –1 + 4 =   3

–∞ + ∞

4 µον.4 µον.

  –5  3

Κ

  –1

Α Β

Σχήµα 4

x x

 

 

Γράφουµε κύκλο µε κέντρο το σηµείο Κ, στο οποίο αντιστοιχίζεται το –1, και ακτίνα ίση 

µε 4 µον. µήκους (σχήµα 4). 

Ο κύκλος αυτός τέµνει τον άξονα στα σηµεία Α και Β στα οποία αντιστοιχίζονται οι 

αριθµοί –5 και 3.  

Είναι φανερό ότι οι τιµές του x που ζητάµε είναι οι αριθµοί του άξονα που αντιστοιχί-

ζονται σε σηµεία εσωτερικά του κύκλου. Οπότε οι τιµές του x που επαληθεύουν την 

ανίσωση είναι εκείνες για τις οποίες: –5 < x < 3. 

Μετά την παραπάνω προσέγγιση δώσαµε και µία άλλη γεωµετρική απάντηση, γράφο-

ντας την ανίσωση |x + 1| < 4 στη µορφή |(x + 1) – 0| < 4.  

Στο σχήµα 5. παρουσιάζεται εποπτικά η δεύτερη απάντηση: 

 

–∞ + ∞

4 µον.4 µον.

  –4

Κ
Α Β

Σχήµα 5

x + 1 x + 10 4

 

 

Θέλουµε τα x για τα οποία  –4 < x + 1 < 4, οπότε  –5 < x < 3. 
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γ) Να λυθεί η ανίσωση |2x – 3| ≥  5 

 

Απάντηση: 

Τετµ. του Α: 3 – 5 = –2

Τετµ. του Β: 3 + 5 =  8

–∞ + ∞

5 µον.5 µον.

  –2

Κ
Α Β

Σχήµα 6

2x 2x3 8

 

 

Eίναι φανερό ότι ζητάµε τις τιµές του x για τις οποίες οι αριθµοί 2x αντιστοιχίζονται σε 

σηµεία του άξονα που βρίσκονται στο εξωτερικό του κύκλου µαζί µε τους αριθµούς 2x 

που αντιστοιχίζονται στα Α και Β (σχήµα 6). 

∆ηλαδή θέλουµε: 2x ≤ –2  ή  2x ≥ 8  ή ισοδύναµα:  x ≤ –1  ή  x ≥ 4. 

 

 δ) i.  Αν Α και Β είναι δύο διακεκριµένα σηµεία του άξονα των πραγµατικών αριθµών µε 

τετµηµένες α, β αντίστοιχα και M είναι το µέσο του τµήµατος ΑΒ, τότε για την τε-

τµηµένη x του Μ να αποδειχτεί ότι: 
α β

x
2

+
=  

 

ii. Να λυθεί η εξίσωση: |x + 4| = |x – 2| 

iii. Να λυθεί η ανίσωση: |x + 4 | < |x – 2|   

 

Απάντηση: 

Σχήµα 7α

–∞ +∞ 

Α  M        Β 

α x        β 

 

 

i. Επειδή το Μ είναι µέσο του τµήµατος ΑΒ (στο σχήµα 7α) θα ισχύει     ΜΑ = ΜΒ και 

ισοδύναµα:    

x – α = β – x  άρα 2x = α + β    και τελικά 
α β

x
2

+
=
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ii. Η εξίσωση γίνεται: |x – (–4) | = |x – 2|. 

 

Σχήµα 7β

–∞ +∞ 

Α M        Β 

–4 x        2  

 

 

 Θέλουµε το x να ισαπέχει από τους αριθµούς –4 και 2 (σχήµα 7β).  Αυτό σηµαίνει 

ότι το x είναι η τετµηµένη του µέσου Μ του τµήµατος ΑΒ, οπότε, σύµφωνα µε το 

προηγούµενο ερώτηµα (i), θα είναι:  x  = 
4 2

2

− +
, δηλαδή x = –1. 

 

iii. Η ανίσωση γίνεται  |x – (–4) | < |x – 2|. 

 

Σχήµα 7γ

–∞ +∞ 

Α M        Β 

–4 x        2  x  –1  

 

 

 Γεωµετρικά, θέλουµε τα σηµεία του άξονα που βρίσκονται πιο κοντά στο Α από ότι 

στο Β (σχήµα 7γ). Είναι φανερό λοιπόν ότι εδώ ζητάµε τις τετµηµένες x των σηµεί-

ων της ηµιευθείας ΜΑ, από την οποία εξαιρείται η αρχή της Μ (Μ: µέσο του τµή-

µατος ΑΒ). Εποµένως η ανίσωση αληθεύει για κάθε πραγµατικό αριθµό x < –1. 

 

ε) Να λυθεί η εξίσωση |x + 4| + |x – 3| = 10 

 

Σύµφωνα µε όσα προηγήθηκαν για την αισθητοποίηση της απόλυτης τιµής ως µήκους 

ενός ευθυγράµµου τµήµατος, η εξίσωση:  

|x + 4| + |x – 3| = 10 

σε γεωµετρική γλώσσα γράφεται:  ΓΑ + ΓΒ = 10, όπου Α, Β είναι δύο σηµεία του άξο-

να των πραγµατικών αριθµών µε τετµηµένες αντίστοιχα –4 και 3, ενώ το Γ άλλο σηµείο 

του άξονα µε άγνωστη τετµηµένη x. 
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Σχήµα 8α
 

Α  Γ         Β 

–4  
x        

3
 

−∞ +∞

x΄ x

7 µον.

Σχήµα 8β
 

Α  Γ        Β 

–4
 
x        

3
 

−∞ +∞

x΄ x

7 µον.

Σχήµα 8γ
 

Α  Γ        Β 

–4
 
x        

3
 

−∞ +∞

x΄ x

7 µον.  

 

Στο σχήµα 8α, για κάθε θέση του σηµείου Γ πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ ισχύει 

ΓΑ + ΓΒ = 7. 

Εµείς όµως θέλουµε: ΓΑ + ΓΒ = 10, εποµένως το Γ που ζητάµε δεν µπορεί να είναι ση-

µείο του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ.  

Είναι πλέον φανερό ότι το Γ µπορεί να είναι σηµείο των ηµιευθειών Αx΄ ή Βx. 

Στο σχήµα 8β θέλουµε το Γ για το οποίο είναι: 

     ΓΑ + ΓΒ = 10 

   .   ΓΑ + (ΓΑ + ΑΒ) = 10   

             2ΓΑ + 7 = 10 

                      ΓΑ = 
3

2
. 

Άρα το Γ βρίσκεται 
3

2
 µονάδες αριστερά του Α, oπότε x = 

3 11
4

2 2
− − = −  

Στο σχήµα 8γ θέλουµε το Γ για το οποίο είναι: 

     ΓΑ + ΓΒ = 10 

        (ΓΒ + ΑΒ) + ΓΒ = 10   

              2ΓΒ + 7 = 10 

                      ΓΒ = 
3

2
. 

Άρα το Γ βρίσκεται 
3

2
 µονάδες δεξιά του Β, οπότε x = 

3 9
3

2 2
+ =  

Εποµένως οι λύσεις της εξίσωσης |x + 4| + |x – 3| = 10 είναι οι αριθµοί: 

11 9
x , x

2 2
= − =  
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Άσκηση  

Πάνω στον άξονα x΄x σηµειώστε τα σηµεία Α(2, 0) και Β(4, 0). ∆ιερευνείστε αν υπάρχουν 

θέσεις (και πόσες;) του άξονα x΄x, στις οποίες θα µπορούσατε να τοποθετήσετε το σηµείο 

Μ(x, 0) έτσι, ώστε:   

(i) MA + MB = 2   (ii)  MA + MB = 1 

∆ιατυπώστε έπειτα τις "γεωµετρικές" ισότητες (i) και (ii) χρησιµοποιώντας το σύµβολο 

της απόλυτης τιµής. Ποιες είναι οι λύσεις αυτών των εξισώσεων; 

 

 

∆ιατύπωση προβληµατισµού µε στόχο την επέκταση  

της µεθόδου "άξονας-κύκλος" και σε άλλες µορφές 

 

Ας ξεκινήσουµε µε την ερώτηση: 

Η µέθοδος του άξονα – κύκλου πώς θα µπορούσε να αντιµετωπίσει µια ανίσωση µε από-

λυτες τιµές, όταν µέσα στο σύµβολο |  | υπήρχε παράσταση της µορφής αx
2
 + βx + γ, όπου 

α ≠ 0, αντί της µορφής αx + β; 

Να ληφθεί υπ' όψη ότι τη χρονική περίοδο, που οι µαθητές της Α΄ Λυκείου διδάσκονται 

την έννοια της απόλυτης τιµής, δεν γνωρίζουν να λύνουν ανισώσεις δευτέρου βαθµού. 

∆ίνουµε  ένα σχετικό παράδειγµα:  

 

   Να λυθεί η ανίσωση: |x2
 – 3x – 1| > 3 

 

Απάντηση: 

Γράφοντας την ανίσωση στη µορφή |(x2
 – 3x) – 1| > 3 γίνεται φανερό ότι ζητάµε εκείνες 

τις τιµές του x για τις οποίες οι  αριθµοί x
2
 – 3x απέχουν από τον αριθµό 1 απόσταση µε-

γαλύτερη από 3 µον. µήκους.  

−∞ +∞
Κ

1 4–2

Α Βx –3x
2

x –3x
2

Σχήµα 11  
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x
2
 – 3x < –2      x

2
 – 3x > 4 

ή x
2
 – 3x + 2 < 0      ή x

2
 – 3x –4 > 0 

 

Οι ρίζες των τριωνύµων είναι:  

x = 1  ή  x = 2     x = –1  ή  x = 4  

Η επίλυση των ανισώσεων γίνεται εποπτικά µε βάση τα σχήµατα 12α και 12β. που ακολου-

θούν. 

 

−∞ +∞

x –3x+2
2y

1 2
3
2

Σχήµα 12α  

 

Ερµηνεύοντας το σχήµα 12α,  

βρίσκουµε ότι η ανίσωση: 

x
2
 – 3x + 2 < 0 

αληθεύει για όλα τα x, 

για τα οποία ισχύει: 1 < x < 2. 

−∞ +∞

x –3x–4
2y

–1 4
3
2

Σχήµα 12β  

 

Ερµηνεύοντας το σχήµα (β),  

βρίσκουµε ότι η ανίσωση: 

x
2
 – 3x – 4 > 0 

αληθεύει για όλα τα x, 

για τα οποία ισχύει: x < –1 ή  x > 4. 

 

Εποµένως η ανίσωση |x2
 – 3x – 1| > 3 αληθεύει τελικά για όλα τα x για τα οποία ισχύει: 

x < –1   ή   1 < x < 2   ή   x > 4. 

 

∆ίνουµε στη συνέχεια ακόµη ένα παράδειγµα εξίσωσης µε απόλυτες τιµές παραστάσε-

ων της µορφής  αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0. 

 

  Να βρεθούν οι τιµές του x, ώστε |x2
 – 3x + 5| = |x2

 – 3x – 1| 
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Απάντηση: 

  H εξίσωση γράφεται: |(x2
 – 3x) – (–5)|= |(x2

 – 3x) – 1|, οπότε θέλουµε το x
2
 – 3x να 

ισαπέχει από τους αριθµούς –5 και 1. 
 

−∞ +∞
M

1–5

Α Β

x –3x
2

Σχήµα 13  
 

     Άρα το x
2
 – 3x θα είναι η τετµηµένη του µέσου Μ του τµήµατος ΑΒ (στο σχήµα 

13), οπότε θα είναι:  

x
2
 – 3x = 

5 1

2

− +
  δηλαδή   x

2
 – 3x + 2 = 0,  

που έχει ρίζες τις: x = 1, x = 2. 

 

Θα ασχοληθούµε τώρα µε µία άλλη πολύ ενδιαφέρουσα ερώτηση: 

Αν στον άξονα των πραγµατικών αριθµών πάρουµε δύο  αριθµούς α και β, τότε να προσ-

διοριστεί η θέση των αριθµών α – β και β – α πάνω στον άξονα. 

 

Απάντηση: 

  Ας πάρουµε, καταρχήν, τους αριθµούς α και β σε µία τυχαία τοποθέτηση πάνω στον 

άξονα των πραγµατικών αριθµών. Με κέντρο την αρχή του  άξονα και ακτίνα ρ = |α – β| 

γράφουµε τον κύκλο που τέµνει τον άξονα στα σηµεία Γ και ∆. Οι αριθµοί που αντι-

στοιχίζονται στα σηµεία αυτά είναι οι   α – β και β – α.  
 

−∞ +∞
Κ

0 βα
Α ΒΓ ∆

ρ= α–β 

 α–β

ρ= α–β 

Σχήµα 14  

Είναι φανερό ότι: (ΑΒ) = (ΚΓ) = (Κ∆). 

Συγκεκριµένα: αν β > α, τότε ο αριθµός β – α αντιστοιχίζεται στο ∆, ενώ ο α – β στο Γ. 
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Στην περίπτωση που ήταν β < α, τότε ο αριθµός α – β θα  αντιστοιχιζόταν στο ∆ και ο       

β – α στο Γ. 

Η σκέψη που µας οδήγησε στην παραπάνω λύση στηρίζεται στην προφανή ισότητα:     

|α – β| = |(α – β) – 0| και στο γεωµετρικό νόηµα που αποδίδουµε σε κάθε µέλος αυτής 

της ισότητας. 

 

Πρόταση: 

Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς α και β, ισχύει: |α + β| ≤ |α| + |β| 

 

Απόδειξη: 

   Παίρνουµε δύο αριθµούς α και β σε µια τυχαία τοποθέτηση πάνω στον άξονα των 

πραγµατικών αριθµών (σχήµα 15). 
 

−∞ +∞
Κ

0 βα
Α Β Α΄

ρ = α| | ρ = –α| |

Σχήµα 15

–α

 

Με κέντρο την αρχή Κ του άξονα και ακτίνα ρ = |α| γράφουµε κύκλο που τέµνει τον 

άξονα στα σηµεία Α και Α΄. Οι αριθµοί που αντιστοιχίζονται στα σηµεία αυτά είναι οι α 

και –α.  

Είναι |α| = (ΑΚ) = ρ,  |–α| = (Α΄Κ) = ρ και |β| = (ΒΚ). 

Επίσης το |α + β| γράφεται |β – (–α)|, οπότε |α + β| = |β – (–α)| = (ΒΑ΄). 

Έτσι η σχέση |α + β| ≤ |α| + |β|, που θέλουµε να αποδείξουµε, µετασχηµατίζεται στη γε-

ωµετρική µορφή:  

(ΒΑ΄) ≤ (Α΄Κ) + (ΒΚ), 

σχέση που ισχύει για οποιεσδήποτε θέσεις των σηµείων Β, Α΄ και Κ επί µιας ευθείας 

γραµµής, σύµφωνα µε γνωστή πρόταση της Ευκλείδειας  Γεωµετρίας. 
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